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RESUMO

Gréficos de controle sdo amplamente utilizados com o objetivo de monitorar parametros do
processo. Em geral esses gréaficos sao fundamentados nas suposi¢cées de normalidade e
independéncia entre as unidades amostrais. No entanto, em muitos casos como em
processos quimicos ou no monitoramento on-line, a suposicao de independéncia nao se
verifica. Neste artigo comparamos os graficos de controle construidos via metodologias de
geoestatistica e de séries temporais com os graficos de controle muito conhecidos na
literatura como Shewhart, CUSUM, EWMA, quando usados para monitoramento da média
de processos autocorrelacionados. A comparacao foi feita via simulacdo de Monte Carlo
realizada com o uso do software estatistico R para Windows.

Palavras-chave: Graficos de Controle. Processos Autocorrelacionados. Geoestatistica. Monte Carlo.
Séries Temporais.

1. INTRODUCAO

Com a rapida evolucdo da tecnologia e o acirramento da competitividade entre
empresas de mercados concorrentes, 0 Uuso de recursos estatisticos para monitoramento de
processos de producédo torna-se cada vez mais necessario. Basicamente, as dimensdes de
um processo 6timo sdo: economia, eficiéncia, produtividade e qualidade. Para que um
processo possa contemplar todas essas dimens@es é necessario 0 seu monitoramento
continuo além de melhorias ou politicas com o objetivo de diminuir a sua variabilidade.
Processos cujas caracteristicas de qualidade tenham suas distribuicbes de valores
centralizadas nos valores alvos (parametros) pré-estabelecidos e com pequena variabilidade
em torno desse valor, produzem um numero menor de itens fora das especificacdes,
proporcionando globalmente menores custos com retrabalho e com perdas gerais na
producdo ou de credibilidade. Graficos de controle como o de Shewhart (1932) séo
amplamente utilizados para monitoracdo de parametros de processos e sdo fundamentados
nas suposi¢cdes de normalidade da caracteristica de qualidade que esta sendo avaliada e na
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independéncia entre as unidades amostrais. No entanto, nem sempre estas suposi¢cdes sao
validas, dai a necessidade de se buscar novas metodologias que englobem uma classe
maior de situacbes praticas. Em processos quimicos ou em monitoramento on-line a
presenca de correlacdo entre as unidades amostrais (chamada de autocorrelacdo) € muito
comum. Como a autocorrelacdo afeta as estimativas de variabilidade do processo, o uso de
graficos de controle construidos sob a suposicdo de independéncia ndo sdo adequados
para 0 monitoramento de processos deste tipo podendo levar a conclusGes equivocadas
sobre o desempenho dos mesmos (Alwan e Roberts,1995). Muitos artigos tem sido
publicados na literatura com o objetivo de avaliar os efeitos da autocorrelacdo nos graficos
de controle existentes e propor correcbes de modo a torna-los mais eficazes nessas
situacbes (ver por exemplo, Apley e Shi, 1999; Atienza et al., 2002; Claro et al. 2007).
Graficos como o CUSUM (Page, 1954; Costa et al.,, 2005) e 0 EWMA (Roberts 1959;
Montgomery, 2004) aparecem como algumas alternativas nestas situacBes. Outras
propostas baseiam-se no tratamento das observacdes amostrais sequenciais do processo
como uma série temporal sendo possivel entdo o uso de modelos da classe ARIMA para
modelagem da série e construcdo do gréafico de controle correspondente ou da metodologia
de Geoestatistica para obter estimativas do desvio-padrdo do processo que séao
incorporadas nos gréaficos de controle de Shewhart (Mingoti e Fidelis, 2001). Neste caso, a
autocorrelacdo estaria automaticamente incorporada nos limites de controle via a nova
forma de estimacdo de desvio-padrdo do processo sem a necessidade de identificacdo e
ajuste de modelos de séries temporais. Outros procedimentos envolvem a transformacédo do
controle univariado para multivariado (Apley e Tsung, 2002; Alwan e Alwan, 1994) através
da separacdo da seqliéncia de n observacbes do processo em grupos de tamanhos g,
interseccionados ou ndo, e construidos preservando-se a ordem das observacdes na
sequéncia. Assim o problema pode ser visto como um caso g-variado com uma amostra de
n

tamanho 2 se n for par e os grupos néo tiverem interseccéo Testes estatisticos como o T2
de Hotelling (Mason e Young, 2002) podem entdo ser usados para 0 monitoramento da
média do processo univariado e a autocorrelacdo € incorporada no grafico de controle(ver
também Rocon, 2004). Uma alternativa mais simples é a escolha do intervalo 6timo de
amostragem que elimine a correlacdo entre amostras, entretanto o intervalo de amostragem
para tal fim pode vir a ser muito grande permitindo assim que muitos itens ndo conformes
sejam produzidos (Amorim e Costa,1994).

Em Mingoti e Neves (2005) mostrou-se que os estimadores construidos via

metodologia de geoestatistica sdo melhores que a variancia amostral s? e gue os
estimadores baseados na amplitude amostral, para representar a variabilidade natural dos
processos autocorrelacionados. No entanto, o desempenho dos graficos de Shewhart para a
média do processo usando as estimativas de geoestatistica nao foi testada por esses
autores e nem mesmo em Mingoti e Fidelis (2001) no qual a proposta foi inicialmente
apresentada. Sendo assim, este artigo tem como objetivo apresentar os resultados obtidos
de um estudo comparativo das cartas de controle de Shewhart construidas através da
metodologia de geoestatistica com as obtidas via séries temporais e com as cartas usuais
como CUSUM e EWMA quando aplicadas a processos autocorrelacionados.

Para facilitar o entendimento do leitor os gréaficos de controle tratados neste artigo
serdo apresentados brevemente nas secdes 2 e 3 sendo os resultados do estudo
apresentados na secéo 4.

2. GRAFICOS DE CONTROLE PARA MEDIA DE PROCESSOS

Nas secOes 2.1 a 2.3 sdo introduzidos os graficos de controle para a média do
processo construidos supondo-se que as observacfes amostrais sdo independentes em
relagdo a caracteristica de qualidade X que est4 sendo monitorada e que a sua distribuigdo
de probabilidades é normal.
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2.1. O GRAFICO DE CONTROLE DE SHEWHART
Dentre os graficos usados para monitoramento de parametros do processo encontra-

se o grafico de controle proposto por Dr. Walter S. Shewhart (1932) que é o primeiro
proposto na literatura e sem ddvida o mais conhecido. Basicamente, ele é uma
representacdo grafica do comportamento da caracteristica de qualidade X medida em uma
ou em varias amostras aleatdrias do processo, em relacdo a ordem de coleta das mesmas.
Este gréfico delimita uma regido na qual os valores da caracteristica da qualidade X, ou de
estimativas de parametros de sua distribuicdo de probabilidades como a média ou o desvio
padrdo amostrais, devem permanecer enquanto 0 processo estiver sob a condicdo de
"controle estatistico". O grafico usual para controle da média do processo, por exemplo,
contém uma linha central (LC) que representa o valor médio da caracteristica da qualidade e
duas outras linhas horizontais chamadas respectivamente de limite superior de controle
(LSC) e limite inferior de controle (LIC), determinadas utilizando-se a distribuicdo de
probabilidades da caracteristica de qualidade em questdo. O gréafico de controle equivale a
um teste de hipétese em que pontos amostrais (ou funcgdes destes) entre os limites de
controle equivalem a néo rejeitar a hipotese de que o processo esta sob controle estatistico
enquanto que pontos fora desses limites equivalem a rejeitar esta hipotese (Montgomery,
2004). Os limites de controle calculados para o monitoramento da média do processo no
caso em que a distribuicdo da caracteristica de qualidade é normal, sdo dados por:

o o
N Jn
onde u e o sdo respectivamente a média e o desvio padréo da distribuicdo de X e

k é a distancia dos limites de controle em relacdo a linha central expressa em unidades de
desvio padrdao. Um valor comum é k = 3 e neste caso a porcentagem de ocorréncia de
"alarmes falsos" (ou seja, 0 surgimento de pontos amostrais fora dos limites de controle
quando o processo esta sob controle estatistico) é delimitada em 0,27%. Assim, o valor
esperado de ARL sob controle é aproximandamente 370. Define-se como ARL o namero
esperado de amostras até que seja observado o primeiro ponto amostral fora dos limites de
controle. Quando este evento ocorre e 0 processo estd sob controle tem-se 0 ARL sob
controle e quando o evento ocorre quando o processo esta fora de controle estatistico tem-
se 0 ARL fora de controle. Alguns autores preferem usar o termo NMA (Numero Médio de
Amostras até um sinal) no lugar de ARL (Average Run Lenght).

LSC = u+k LC=u ; LIC = u—k

Estudos mostram que o gréafico de controle de Shewhart é mais apropriado para
detectar a ocorréncia de grandes desvios da média do processo sendo pouco poderoso
para deteccdo de pequenas mudancas (ver Costa et. al., 2005) além de ser fundamentado
na suposicao de independéncia entre as unidades amostrais no que se refere a variavel X
em questao.

2.2. O GRAFICO DE CONTROLE CUSUM

Um gréfico indicado para detectar pequenas mudangas na média do processo € o
CUSUM (Cumulative Sum) gue é fundamentado em somas cumulativas das estimativas do
parametro de interesse. Este grafico é construido acumulando-se os desvios dos valores
amostrais de X (ou de médias amostrais de X) em relagdo a média tedrica do processo .

Os desvios positivos (que estdo acima do alvo) sdo acumulados na estatistica ct, eos

desvios negativos (que estdo abaixo do alvo) na estatistica ¢, chamadas CUSUMs
unilaterais superior e inferior, respectivamente e calculadas da seguinte forma:

¢ =max[0,% — (x4 +K)+¢ 1]

¢ =max[0,(sp —K )% +6 1] (1)
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onde K € o valor de tolerancia ou folga e £ € o valor meédio alvo do processo.

Se c*ou ¢~ excederem um limite pré-especificado H, o processo é considerado
como fora de controle. O grafico CUSUM é planejado através da escolha dos valores de K e
H. Em geral, recomenda-se que esses parametros sejam escolhidos de modo a fornecer um
bom desempenho considerando-se o poder do grafico ou o valor ARL. Sejam H = hoe K =
ko, onde ¢ € o desvio padrdo da variavel aleatdria X usada na formacdo do CUSUM. O
Quadro 1, contém alguns valores de k e os correspondentes valores de h, sugeridos por
Hawkins e Olwell (1993), para um valor de ARL igual a 370 no caso de processos com
observacdes amostrais independentes. Estudos mostram que o CUSUM é mais poderoso
que o grafico de controle de Shewhart para deteccdo de pequenos desvios na média do
processo e é equivalente a este no caso de grandes mudancgas (Costa et al., 2005).

Quadro 1: Valores de k* e h para o grafico CUSUM
k|025| 05 |075| 10 125 | 15
h| 801|477 | 334 | 252 | 1,99 | 1,61

(*) de acordo com Hawkins e Olwell (1993)

2.3. O GRAFICO DE CONTROLE EWMA

O gréfico da média movel exponencialmente ponderada, EWMA (Exponentially
Weighted Moving Average), introduzido por Roberts (1959) também é indicado para
deteccdo de pequenas mudancas na média do processo. Defina a estatistica

Zi = AX; +(1—A)Zi_1, onde0 <A <1. O gréfico de controle EWMA consiste na plotagem

de Z; versus o nimero da amostra i (ou tempo). A linha central e os limites de controle para
o gréafico de controle EWMA, construidos sob a suposi¢do de normalidade, sdo dados por:

LSC = 4o + La\/(zf/l) [1—(1—1)21

LC = g 2

LIC=so-Lo (211) 1-(-2) ]

Para grandes valores de i em (2) os limites superior e inferior de controle
assintéticos do grafico tornam-se respectivamente iguais a:

A A
LSC = L — : LIC= —L
R0\ 2=2) H70(2=2)

Os parametros de planejamento do grafico EWMA s&o os valores de L e 4. E
possivel escolher valores para esses parametros de modo a atingir-se um desempenho preé-
estabelecido em termos de ARL, ou de modo que o desempenho do gréfico de controle
EWMA seja préximo ao do CUSUM para detectar pequenas mudancas na média do
processo. Valores baixos de A fazem com que o grafico detecte mais rapidamente
pequenas mudancas na média do processo. Alguns dos valores de A, freqlientemente
escolhidos para o planejamento do grafico sdo 0,1 e 0,2 (Montgomery, 2004). A escolha da
constante A é discutida por varios autores entre eles Lucas e Saccucci (1990), Box e
Luceno (1997) e Epprecht et. al. (1998).
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Dependendo do valor escolhido para A é possivel mostrar que o grafico EWMA é
mais poderoso que o de Shewhart para deteccdo de pequenas mudancas na média do
processo além de ser robusto em relacdo a nao-normalidade da  distribuicdo da
caracteristica de qualidade X (ver Costa e. al. 2005 e Montgomery, 2004). O Grafico EWMA
tem sido também recomendado para o monitoramento de processos autocorrelacionados
(Mastrangelo e Montgomery, 1991; Hunter, 1986).

3. PROCESSOS AUTOCORRELACIONADOS

Muitos processos nao contemplam a suposicdo de independéncia entre as unidades
amostrais, como, por exemplo, 0s processos quimicos ou aqueles que sdo amostrados on-
line. Quando néo se considera a correlacdo entre as unidades amostrais quando essa existe
a eficiéncia dos gréficos de controle apresentados na secdo 2 é diretamente afetada,
podendo fornecer conclusdes inapropriadas uma vez que a taxa de alarmes falsos e o poder
dos gréaficos sao afetados (Mingoti e Fidelis,2001; Claro, et al, 2007; Alwan e Roberts,

1995). Como exemplo, seja $2 0 desvio padrdo amostral comumente usado para estimar a
variancia real azdo processo no caso de observacdes individuais. Pode ser mostrado

(Zhang, 1998) que a esperanga matemética de S2 & dada como em (3), isto é:

27_ 2|4 2 n-1 ~
E|s?|-o [1 TRl h)p(h)} ©

onde, p(h)=p, =corr(X;,Xi,n), denota a autocorrelacdo de ordem h do

processo. Assim, para processos autocorrelacionados o estimador S sera sempre viciado
para a variancia do processo a menos que o tamanho amostral n seja grande. Logo, é
necessario modificar-se os graficos de controle usuais para tratar a situacdo de
autocorrelacdo. Algumas alternativas serdo apresentadas nas secdes a seguir.

3.1. O GRAFICO DE CONTROLE VIA RESIDUOS DO AJUSTE DE MODELOS DE SERIES
TEMPORAIS

Uma das propostas quando se tem autocorrelagdo entre as unidades amostrais é
tratar a série de observacbes sequenciais do processo como uma série temporal. A partir
dai, busca-se o melhor modelo estatistico na classe ARIMA (Morettin e Toloi, 2004) para
descrever o comportamento da série de observacdes do processo. Uma vez ajustado o
modelo, os seus residuos sdo utilizados para monitorar a média do processo ja que uma
mudanca na média da caracteristica da qualidade X se reflete diretamente nos residuos do
modelo ARIMA (Box e Luceno, 1997). Considerando-se que por suposicdo os residuos
devem ser independentes, identicamente distribuidos e com distribuicdo normal, os graficos
de controle para a média de Shewhart sdo aplicaveis aos residuos Em termos praticos essa
alternativa pode gerar problemas para o usuario por exigir uma série longa de observacoes
para que se possa ter uma boa identificacdo do modelo ARIMA que representa o
comportamento do processo.

Uma outra alternativa é o monitoramento via estatistica EWMA descrita ha se¢éo 2.3
ja que pode ser mostrado que o modelo EWMA equivale ao ajuste do modelo de séries
temporais ARIMA (0,1,1), sendo 4 =1-6,0< 6 < 1. Como a estatistica EWMA é uma média

ponderada de todas as observa¢cfes passadas e a atual, o grafico de controle levaria em
consideracdo a autocorrelacdo entre as observacdes amostrais do processo (Montgomery,
2004).

3.2. O GRAFICO DE CONTROLE VIA METODOLOGIA DE GEOESTATISTICA

Uma solugdo proposta por Mingoti e Fidelis (2001) é estimar a variabilidade do
processo autocorrelacionado através do uso dos estimadores de variancia propostos por
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Mingoti e Neves (2005) e que sao construidos via metodologia de geoestatistica (Houlding,
2000). Deste modo, o monitoramento da média do processo é feito através do gréafico usual
de Shewhart aplicado a variavel original de interesse, X, considerando a estimativa de
geoestatistica para o desvio padrdo do processo ao invés do desvio-padrdo amostral S ou
da estimativa via amplitude amostral. Com esta correcdo, a autocorrelacdo estd
automaticamnte incorporada nos limites de controle LSC e LIC definidos como em (4):

o4 o4
LSC= pu+k—= ; LC=u ; LIC= u—-k—= 4)

N Jn
em que 6'9 denota a estimativa de geoestatistica do desvio padrdo do processo.

Essa estimativa € funcdo do semi-variograma e da autocorrelacdo amostrais de ordem h.
Dado uma amostra de tamanho n, Xq,X5,...,X,, define-se o semi-variograma amostral de

Matheron (1963) no lag h como em (5):

n-h 2
1 Z (xi_xi+h)
i=1

77h=77(h)=§ , heT (5)

n—h

onde X; é a caracteristica de qualidade medida no i-ésimo item amostrado, i=12 ...,
n, T={12,.,n-1},(n—h) é o nimero de pares ( X X ) que estdo a uma distancia de h
unidades no periodo de amostragem. Quando h=1 e as observac¢des sao independentes o

estimador em (5) € conhecido como estimador de diferencas sucessivas para o2

caso, € nao viciado para estimar esse parametro de variabilidade.

, e neste

Considerando-se uma série temporal estacionaria, a autocorrelacdo amostral de
ordem h, denotada por ph, € definida por:
n—h _ —
2 (% X))

pn=p(h)==—n heT (6)

sendo X a média amostral das n observagoes.

Alguns estimadores propostos por Mingoti e Neves (2005) para 02, e que serdo
abordados neste artigo, encontram-se no Quadro 2 com a respectiva notacdo a ser utilizada
na apresentacdo dos resultados. Todos esses estimadores levam em consideracdo a
correlagcd@o entre as unidades amostrais do processo. O estimador denotado por v1 é funcéo
da autocorrelacdo de ordem 1 sendo apropriado para situacdes nas quais essa € a
correlacdo mais relevante entre as unidades do processo. Os estimadores v2, v4 e v5 séo
opc¢les para as situacbes nas quais as correlacdes de ordem maior que 1 também sé&o
significativas. O estimador v3 € uma média dos semi-variogramas amostrais de ordem 1 até
M, sendo M uma constante que pertence ao conjunto T ={1,2,...n—1} e que é escolhida

pelo usuério. Um valor muito comum usado em Geoestatistica para M é [ﬂ] ou seja o

2
maior inteiro menor ou igual a % (Journel e Huijbregts, 1978, pag. 194). Em Mingoti e
Neves (2005) é mostrado que os estimadores de geoestatistica apresentam bom
2

desempenho para estimacdo de o” no caso de processos autocorrelacionados embora
sejam viciados. A escolha entre eles depende do grau de autocorrelacdo existente no
processo.
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Quadro 2: Estimadores da variancia via Geoestatistica

V1 v2 v3 v4 v5
3 2 M M
2 N 2 h2173h 2 hzl L, hzlyh 1My
- A = A _ A2 he A2 h
T e I VI I s Ve K E R v
-y X (1-/n) h=13==/n
h=1 3 h=1

(*) fonte: Mingoti e Neves (2005).

A titulo de ilustracdo apresentamos um exemplo numérico da construcao da carta de
controle de Shewhart utilizando-se o estimadores de geostatistica v1, v2 e v3 para M=10. O

Quadro 3 apresenta os dados de 21 amostras de viscosidade ( Xj) coletadas de hora em
hora. Os valores do semi-variograma (7(h),h=1,2,...,10) necessarios para o céalculo dos

trés estimadores bem como as autocorrelages de ordem h=1,2,...,10 (p(h))s&o dados nas

2 Ultimas colunas. A titulo de ilustracdo no quadro sdo mostradas as diferencas sucessivas
de ordem 1, 2 e 3 bem com a soma de quadrados dos elementos dessas colunas. Através
da soma de quadrados calcula-se os semi-variogramas de ordem a, 1, 2 e 3, como segue:
A~ 1,37 A 2,27 A A 3,66
=y(1)=——-=0,0343 ; =y(2)=———=0,0597 ; y3 =y(3)=——=0,1017
y1=7(1) 2(20) 72 =7(2) 2(19) 73 =7(3) 2(18)

Os valores do semi-variograma amostral de Matheron para h=1,2 e 3 bem como as
autocorrelagbes estimadas de ordem 1 a 3 sdo mostradas nas ultimas duas linhas do
quadro. Os estimadores v1 e v2 sdo calculados respectivamente da seguinte forma:

> 70,0343

fi=—"i-= =0,1521
1-py 10,7744

vl o

3 -
7h 1

2o ~[0,0343+0,0597 +0,1017 ]

V2= 65y =—"=1 5. 31 = g’ggig =0,1622

1- 3~ 1—[(0,7744+0,6193+0,4009)} ’
h-1 3 3
2 1 10 _ 1
V3=0g3 =-— > 7 =--[0,0343+0,0597 +...+0,3658 +0,41] = 0,2163

10 h=1 10

Para esses dados o valor de S? é igual a 0,2642 um valor maior que as estimativas
de geoestatistica. A média amostral é igual a 9,052. O Quadro 4 apresenta os limites de
controle de Shewhart a 99,73% para a média do processo construidos usando os 4
estimadores. Observa-se que o comprimento dos intervalos construidos via estimadores de
geoestatistica ttm menor amplitude que o intervalo construido via desvio padrdo amostral.
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Quadro 3: Dados de viscosidade — exemplo de estimacao via Geoestatistica

Amostra(i) Xi Xi_xi—l Xi—xi_z Xi_xi—3 y(h) p(h)

1 9,6 * * * 0,0343 0,7744
2 8,9 -0,700001 * * 0,0597 0,6193
3 8,9 0,000000 | -0,700001 * 0,1017 0,4009
4 8,8 -0,099999 | -0,099999 -0,80000 0,1529 0,1646
5 8,7 -0,100000 | -0,200000 -0,20000 0,1884 0,0724
6 8,7 0,000000 | -0,100000 -0,20000 0,2473 -0,0727
7 8,5 -0,200000 | -0,200000 -0,30000 0,2821 -0,1491
8 8,5 0,000000 | -0,200000 -0,20000 0,3208 -0,2217
9 8,5 0,000000 0,000000 -0,20000 0,3658 -0,2943
10 8,7 0,200000 0,200000 0,20000 0,4100 -0,3404
11 8,7 0,000000 0,200000 0,20000
12 8,7 0,000000 0,000000 0,20000
13 8,9 0,200000 0,200000 0,20000
14 8,9 0,000000 0,200000 0,20000
15 8,9 0,000000 0,000000 0,20000
16 9,2 0,300000 0,300000 0,30000
17 9,2 0,000000 0,300000 0,30000
18 10,0 0,800000 0,800000 1,10000
19 10,0 0,000000 0,800000 0,80000
20 9,9 -0,100000 | -0,100000 0,70000
21 9,9 0,000000 | -0,100000 -0,10000

Soma de SSQ 0,034300 0,059700 0,10170

quadrados

Quadro 4: Limites de controle de Shewhart — Exemplo de viscosidade

Estimativa Estimativa Limite superior Limite inferior
de variancia de desvio- padréo de controle de controle
SZ 20,2642 0,514 8,716 9,388
v1=0,1521 0,390 8,797 9,307
v2=0,1622 0,403 8,788 9,316
v3=0,2163 0,465 8,885 9,219

4. MODELOS SIMULADOS

Com o objetivo de avaliar o desempenho das cartas de controle apresentadas nas
secdes 2 e 3, com respeito ao ARL em controle e fora de controle, foram geradas varias
séries de observacgfes autocorrelacionadas provenientes dos modelos ARMA estacionarios
e invertiveis (Morettin e Toloi, 2004). Os limites de controle foram estimados a partir de
séries de tamanho n=50 e n=100 geradas de acordo com os modelos AR(1) e ARMA(1,1),
definidos como:

AR(1): X{ =0 + ¢Xi 1+ &
ARMA(11): X{ =0+ ¢Xi_1—Oa_1+ &
onde ¢ e @ sdo os pesos associados aos valores de X;_; e &_1, 0 é uma

constante e a; € o erro aleatdrio com distribuicdo normal com média zero e variancia a§

sendo |¢< 16| <1. A média e a variancia tedricas do processo s&o dados respectivamente
por:
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o 2
AR(1): E(Xt):ﬂ:m Var(Xt)zo-gz_(lfzz)
5 (1-2¢0+6%) o3
ARMA(L1): E(X;)=u=—2"— Var(X;)=g2=
(L,2): E(X¢)=p -9 ar(Xt)=o% (1_¢2)

Embora muitos modelos tenham sido simulados no estudo, neste artigo serdo
apresentados apenas o0s resultados referentes aos processos temporais descritos no
Quadro 5 uma vez que o comportamento geral dos resultados dos modelos nédo
apresentados se assemelha aos obtidos para esses processos. Para cada modelo foram

simulados séries com variabilidade residual ag igual a 1 e 4. Para efeito de comparacao

simulou-se também o modelo normal com observa¢fes independentes, ou seja um modelo
ARMA com ¢ e @ iguais a zero.

Quadro 5: Valores dos parametros do modelo ARMA simulados

Processos Parametros Autocorrelagtes
g 6 | p(1) p(2)
AR(1) 0,8 0 0,8 0,64
AR(1) 0,5 0 0,5 0,25
ARMA(1,1) 09 -01 0,91 0,82
ARMA(1,1) 05 -01 0,57 0,28

Os valores da constante 6 do modelo foram escolhidos de modo que a média da
série fosse zero para o caso de processos "sob controle” e igual a 0,5; 1; 2; 3 e 4 para os
casos de processos “fora de controle”. Os limites de controle foram obtidos a 99,73% em
todas as situacBes. Para cada modelo foram geradas m=200 séries de tamanho n. Na
geracdo das amostras implantou-se um teste para garantir que cada série gerada era de
fato proveniente do correspondente processo tedrico simulado e que os limites de controle
calculados com base nos valores amostrais eram de fato os representativos do processo.
Além disso, as séries de tamanho n foram geradas a principio com tamanho n+50 sendo as
50 primeiras observacBes desprezadas. Esse procedimento chamado Burn-in tem por
finalidade evitar que as observacdes iniciais influenciem demasiadamente no
comportamento da série. Para cada série gerada os limites de controle foram estabelecidos
usando cada um dos graficos considerados neste artigo. Apés a delimitagdo dos limites de
controle foram gerados mais 10.000 valores do processo, considerando-se os parametros
na situacdo "sob controle" e posteriormente foram gerados mais 10.000 valores da série
considerando-se a situacdo "fora de controle", isto é, simulando-se dados de uma
distribuicdo normal com um deslocamento da média de acordo com a escolha do valor da
constante ¢ . Para cada série estimou-se o ARL tanto na situagdo "sob controle" quanto
"fora de controle”. O programa computacional usado nas estimacdes e simulacdes foi
desenvolvido no software estatistico R verséo 2.0.1 (R Development Core Team,R, 2006).

As cartas de controle avaliadas neste estudo foram as seguintes: Shewhart usando o
desvio-padrdo amostral com o estimador da variancia do processo (va); Shewhart
considerando-se o0os 5 estimadores de desvio-padrdo provenientes da metodologia de
geoestatistica de acordo com Quadro 4; o CUSUM com as 6 formas de escolha das
constantes k e h como mostrado no Quadro 1; o EWMA com os valores de A iguaisa 0,1 e
0,2 e a carta gerada através dos residuos do respectivo modelo ARIMA ajustado aos dados
da série. As cartas de controle avaliadas com a respectiva notagdo que sera usada na
apresentacdo dos resultados estdo no Quadro 6.
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Quadro 6: Descricdo das cartas de controle avaliadas neste artigo

Carta Descri¢éo
va Shewhart padréo, ou seja, usando o estimador s2.
vl Shewhart Geoestatistica, usando estimador v1, descrito no quadro 1.
v2 Shewhart Geoestatistica, usando estimador v2, descrito no quadro 1.
v3 Shewhart Geoestatistica, usando estimador v3, descrito no quadro 1.
v4 Shewhart Geoestatistica, usando estimador v4, descrito no quadro 1.
v5 Shewhart Geoestatistica, usando estimador v5, descrito no quadro 1.

CUSUM1 |CUSUM, usando os valores k = 0,25 e h = 8,01.
CUSUM2 | CUSUM, usando os valores k= 0,5 e h =4,77.
CUSUM3 | CUSUM, usando os valores k= 0,75 e h = 3,34.
CUSUM4 | CUSUM, usando os valoresk=1,0e h=2,52.
CUSUM5 | CUSUM, usando os valores k=1,25e h =1,99.
CUSUM6 | CUSUM, usando os valoresk=1,5e h=1,61.
EWMA1 EWMA, usando o valor A = 0,10, L=3

EWMA2 EWMA, usando o valor A = 0,20, L=3

ST Residuos do modelo de séries temporais ajustado aos dados residuos.

5. RESULTADOS

Os Quadros 7 a 11 apresentam os resultados estimados médios dos ARL sob e fora
de controle obtidos nas simula¢gbes, de acordo com as cartas do Quadro 6. Como 0s
resultados obtidos para n=50 e n=100 foram parecidos preferimos mostrar apenas o0s
resultados para n=100. De um modo geral, para processos independentes percebe-se que
os valores de ARL estimados sob controle foram semelhantes com excecao dos graficos
EWMA que forneceram acentuadamente maiores valores que as outras cartas. Nas
situagOes fora de controle as cartas CUSUM mostraram o sinal verdadeiro mais rapidamente
que as outras sendo CUSUM 1 a 4 melhores que as 5 e 6. Os gréaficos baseados na
metodologia de geoestatistica e de séries temporais se mostraram um pouco melhor que o
grafico de Shewhart (com excecdo da carta v3) e as cartas EWMA apresentaram uma
sinalizagéo rapida sendo melhores que o CUSUM mas com uma taxa de alarmes falsos
maiores. Para os processos autocorrelacionados AR(1) com alta correlacdo (Quadro 8),
para as duas situacdes de variabilidades, observa-se uma acentuada diminuicdo dos ARLs
sob controle para as cartas CUSUM e EWMA. Embora os ARL fora de controle para essas
cartas sejam pequenos elas ndo podem ser consideradas adequadas em vista do alto
namero de alarmes falsos que geram. A diminuicdo dos ARL sob controle também ocorreu
para outras cartas que ficam com uma taxa de alarmes falsos aproximadamente duas vezes
maior que o caso de processos independentes, mas ficam em valores ainda aceitaveis sob
0 ponto de vista pratico. Com excecao da cartas CUSUM e EWMA, os ARLs fora de controle
aumentam de um modo geral em relacdo a situacdo de processos independentes e
apresentam um decaimento mais lento quando se passa de uma mudanca de média de 0,5
para 4, sendo v1 e v2 as melhores cartas.

O Quadro 9 apresenta os resultados para processos autocorrelacionados do tipo
AR(1) com autocorrelagdo moderada (¢=0,5). As conclusdes se assemelham aquelas

obtidas para os processos com alta correlagdo. No entanto, com excecdo das cartas
CUSUM e EWMA, os valores de ARL sdo menores que os obtidos para o AR(1) com

$=0.8.
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Para os processos do tipo ARMA(1,1) com alta e moderada correla¢des (Quadros 10
e 11) percebe-se que os valores de ARL tanto em controle quanto fora de controle sdo mais
elevados, em comparacdo com os resultados do AR(1). H4 uma semelhanca entre os
resultados das cartas EWMA e CUSUM sendo os valores de ARL’s fora de controle baixos
mas como os valores de ARL sob controle também sdo pequenos essas cartas ficam
impraticaveis. Em comparacdo com 0s processos independentes, observa-se que para o
processo ARMA com ¢=0,9e d=-0,1, as cartas va, v1, v2 e ST tiveram valores de ARL

sob controle préximos a esses (ver Quadro 7), no entanto os valores de ARL fora de
controle sédo bem diferentes. Ja para o processo ARMA com ¢=0,5e 8=-0,1, os valores

de ARL sob e fora de controle sdo bem menores que aqueles obtidos para processos
independentes. Como pode ser verificado, a mudanca da estrutura de correlacdo do modelo
gerador da série do processo (de AR(1) para ARMA(1,1)) teve uma influéncia acentuada nos
valores de ARL. Mesmo sob esse efeito as cartas de geoestatistica construidas com os
estimadores vl e v2 se mostraram mais adequadas. Em todos os casos estudados de
processos autocorrelacionados o aumento de variabilidade do processo, mantendo-se a
estrutura de autocorrelacéo inalterada, fez com que os alarmes verdadeiros demorassem
mais para serem detectados pelas cartas como ja era esperado. Praticamente em todas as
situagdes as cartas de geoestatistica construidas com os estimadores v1 e v2 se mostraram
mais adequadas que as outras cartas para 0s esses processos. Os graficos de
geoestatistica construidos com os estimadores v3, v4 e v5 também foram mais adequados
que a de Shewhart perdendo em alguns casos para as cartas construidas via residuos dos
modelos de séries temporais (ST).

Quadro 7: ARL em controle e fora de controle - processos normais independentes

média zero e variancia 1 — n=100
ARL em controle | ARL fora de controle
Carta 0 0,5 1 2 3 4
Va 428,19 190,47 48,09 6,45 1,92 1,19
vl 409,40 180,84 47,53 6,30 1,91 1,19
v2 403,47 180,30 47,11 6,30 1,89 1,19
v3 420,73 197,70 49,89 6,52 1,97 1,18
v4 394,68 187,83 48,02 6,38 1,95 1,18
v5 394,31 185,09 47,78 6,29 1,94 1,17
CUSUM1 309,67 30,48 11,40 5,14 3,44 2,68
CUSUM2 424,19 38,71 9,94 3,78 2,42 1,91
CUSUM3 406,02 61,88 11,28 3,32 2,06 1,52
CUSUM4 393,60 84,95 14,96 3,23 1,80 1,33
CUSUM5 436,29 114,68 18,68 3,28 1,70 1,23
CUSUM6 426,82 145,50 25,49 3,57 1,66 1,19
EWMA1 761,80 41,73 9,18 2,90 1,57 1,17
EWMA2 591,28 51,66 9,64 2,91 1,56 1,17
ST 391,12 185,02 44,59 6,11 1,96 1,16
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Quadro 8: ARL em controle e fora de controle - AR(1) com ¢= 0,8

$=0,8; variancia=2,78, p(1) = 0,8, p(2) = 0,64 ; 0, =1 - n=100

ARL em controle ARL for a de controle
Carta 0 0,5 1 2 3 4

va 247,23 207,97 121,02 47,16 22,97 12,50

V1 217,42 187,66 105,21 43,52 20,51 12,08

V2 222,33 188,78 108,01 44,34 21,27 12,22

V3 270,80 232,01 125,57 47,20 22,73 13,20

V4 271,01 235,89 128,15 46,26 23,29 12,82

V5 252,98 229,16 126,07 45,97 22,95 12,44
CUSUM1 24,79 23,04 19,95 14,78 9,67 7,88
CUSUM2 22,69 21,17 18,07 13,10 8,20 6,92
CUSUM3 23,16 23,82 21,46 13,93 8,45 6,80
CUSUM4 28,15 27,64 24,77 14,96 9,39 7,00
CUSUM5 39,76 34,94 32,44 18,00 10,42 7,48
CUSUM6 55,16 44,64 40,62 21,21 12,02 8,20
EWMA1L 25,15 25,35 21,03 13,82 8,38 6,66
EWMA2 25,02 24,67 21,11 13,45 8,23 6,51
ST 260,35 208,69 215,97 118,59 67,82 40,59

¢=0,8 variancia=11,11, p(1) = 0,8, p(2) = 0,64 ; 04 = 2 - n=100
ARL em controle ARL for a de controle
Carta 0 0,5 1 2 3 4

va 259,13 247,12 212,43 122,22 80,46 43,61

vl 228,87 217,77 194,48 113,09 70,77 40,48

v2 246,53 214,86 201,83 114,78 71,67 40,33

v3 282,50 270,87 228,82 140,41 83,37 40,96

v4 279,74 258,66 223,03 133,92 83,80 44,18

v5 273,18 252,00 209,06 131,48 81,68 42,70
CUSUM1 26,76 23,47 22,57 19,83 16,89 13,31
CUSUM2 23,41 22,72 20,31 17,99 15,35 11,73
CUSUM3 25,87 25,07 22,07 19,52 16,40 11,87
CUSUM4 31,45 30,12 26,36 21,97 18,64 13,47
CUSUM5 47,18 43,15 35,00 26,30 22,36 16,07
CUSUM6 63,53 59,95 47,96 36,09 28,03 19,39
EWMA1L 28,51 27,37 24,33 19,49 15,96 11,58
EWMA2 27,40 26,03 23,53 19,31 16,53 11,66
ST 225,28 248,63 195,18 236,86 141,81 105,71
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Quadro 9: ARL em controle e fora de controle - AR(1) com ¢ = 0,5

¢=0,5variancia=1,33, p(1) = 0,5, p(2) =0, 25; 04 =1 - n=100
ARL em controle ARL for a de controle
carta 0 0,5 1 2 3 4
va 191,94 124,29 49,33 12,63 5,28 2,98
vl 178,42 117,49 45,40 12,19 5,09 2,94
v2 187,13 116,97 45,47 12,03 5,20 2,96
v3 206,68 121,97 50,81 12,60 5,26 3,02
v4 200,03 121,98 49,84 12,69 5,32 3,00
v5 199,05 121,16 47,29 12,68 5,29 2,99
CUSUM1 41,35 27,26 14,97 7,42 4,79 3,93
CUSUM2 35,91 24,56 13,63 6,19 3,77 3,05
CUSUM3 34,81 25,72 14,34 6,05 3,38 2,77
CUSUM4 44,39 30,15 15,58 6,29 3,31 2,64
CUSUM5 53,18 34,67 18,95 6,62 3,43 2,62
CUSUM6 75,59 41,89 22,94 7,25 3,62 2,64
EWMAL 51,47 29,69 14,11 5,77 3,11 2,50
EWMA2 45,75 27,17 14,41 5,75 3,09 2,47
ST 169,07 146,07 84,65 26,86 10,98 4,49
¢= 0,5 variancia = 5.33, p(1) = 0,5, p(2) = 0,25 ; 0, =2 - n=100
ARL em controle ARL fora de controle
Carta 0 0,5 1 2 3 4
va 200,06 160,42 113,53 47,29 19,28 11,51
vl 192,85 141,05 108,55 43,65 18,61 11,27
v2 194,93 146,59 110,23 44,80 18,80 11,34
v3 210,56 160,16 115,12 46,62 19,97 11,63
v4 206,25 155,76 112,97 46,97 19,48 11,48
v5 204,67 155,38 112,97 44 55 19,08 11,47
CUSUM1 41,32 33,70 24,33 13,16 9,13 6,96
CUSUM2 33,07 29,19 21,11 11,85 7,67 5,69
CUSUM3 35,77 31,40 22,97 12,10 7,53 5,30
CUSUM4 44,08 35,49 26,07 13,22 8,03 5,45
CUSUM5 60,22 45,40 32,28 15,85 8,79 6,01
CUSUM6 80,89 59,85 49,21 20,18 9,72 6,84
EWMA1 48,13 39,30 23,62 11,89 7,16 5,06
EWMA2 41,75 36,04 23,33 11,85 7,25 5,15
ST 198,25 145,29 155,84 87,20 52,82 26,29
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Quadro 10: ARL em controle e fora de controle - ARMA(1,1) — correlagéo alta

$=0,9; 6=-0,1, variancia = 6,26, p(1) = 0,91, p(2) = 0,82 - o4 =1 - n=100

ARL em controle ARL out of control
Carta 0 0,5 1 2 3 4
va 494,41 445,18 348,19 188,88 91,56 50,14
vl 378,23 354,03 257,71 144,64 71,05 43,12
v2 410,26 376,50 282,08 151,53 75,05 44,99
v3 601,99 522,95 362,98 190,28 97,57 50,73
v4 615,43 533,50 388,35 192,23 99,96 49,59
v5 568,99 496,03 356,09 187,61 91,19 48,83
CUSUM1 23,90 24,20 24,44 21,46 16,28 13,34
CUSUM2 24,79 23,71 24,42 21,15 15,40 12,24
CUSUM3 30,81 28,14 27,97 23,84 16,61 13,12
CUSUM4 39,67 36,08 35,45 28,41 19,00 15,06
CUSUM5 53,77 49,49 45,50 35,86 24,78 17,41
CUSUM6 83,84 73,28 59,60 46,05 31,44 21,08
EWMAL 26,84 25,31 26,38 22,93 16,50 12,38
EWMA2 29,14 26,27 27,64 23,28 16,89 12,49
ST 404,65 459,18 471,26 329,16 215,33 167,08
$=0,9; 6=-0,1, variancia = 25,05, p(1) = 0,91, p(2) = 0,82 ; 0, = 2 -n=100
ARL em controle ARL fora de controle
Carta 0 0,5 1 2 3 4
Va 447,58 539,67 372,18 360,70 255,33 154,84
vl 341,48 392,18 277,18 262,26 218,55 133,94
v2 353,26 431,66 283,95 273,79 214,13 137,15
v3 501,30 556,54 433,80 417,60 256,52 186,20
v4 522,10 603,20 438,83 403,44 281,67 179,68
v5 469,04 561,34 416,74 365,49 259,79 169,33
CUSUM1 22,31 21,18 23,87 23,28 21,76 19,11
CUSUM2 20,91 20,61 24,34 21,63 20,53 18,92
CUSUM3 25,66 25,93 27,48 25,10 23,51 21,80
CUSUM4 34,94 32,13 34,55 30,89 30,11 26,22
CUSUM5 48,93 45,66 48,75 42,24 37,51 34,02
CUSUM6 70,44 64,65 66,20 58,12 54,30 44,35
EWMAL 22,86 22,79 26,15 23,33 21,95 19,82
EWMA?2 25,35 24,88 26,73 24,29 23,06 20,80
ST 337,58 356,62 333,17 254,82 275,92 257,68
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Quadro 11: ARL em controle e fora de controle - ARMA(1,1) — correlagdo moderada

$=0,5; @=-0,1; variancia = 1,48; p(1) = 0,57; p(2) = 0,28 ; o5 =1 - n=100

ARL em controle ARL for a de controle
Carta 0 0,5 1 2 3 4
va 321,04 176,86 66,83 14,31 5,29 3,31
vl 293,89 165,56 63,17 13,78 5,06 3,24
v2 298,86 171,69 64,65 13,94 5,08 3,27
v3 328,28 170,47 65,93 14,84 5,26 3,34
v4 327,37 174,85 66,43 14,72 5,22 3,32
v5 321,01 174,85 64,88 14,61 5,20 3,30
CUSUM1 51,69 28,94 14,73 7,31 4,89 4,00
CUSUM2 43,15 26,62 13,13 6,00 3,90 3,14
CUSUM3 48,35 28,91 14,03 5,82 3,51 2,80
CUSUM4 56,54 35,38 16,20 6,04 3,46 2,68
CUSUM5 72,86 47,87 21,69 6,73 3,53 2,67
CUSUM6 109,85 62,50 27,05 7,84 3,68 2,72
EWMAL 1780,28 1186,42 549,55 124,47 20,40 9,12
EWMA2 91,63 36,32 13,38 5,62 3,31 2,55
EWMA3 65,09 32,00 13,38 5,57 3,26 2,53
EWMA4 52,36 31,18 13,38 5,48 3,26 2,49
ST 238,74 155,40 | 119,32 32,30 11,02 6,05
$#=0,5; @=-0,1; variancia = 5,92; p(1) = 0,57; p(2) = 0,28 ; 0, =2 - n=100
ARL em controle ARL fora de controle
carta 0 0,5 1 2 3 4
va 310,41 272,33 160,66 59,62 32,86 14,07
V1 287,09 243,78 147,75 52,65 29,86 13,53
V2 290,86 254,14 149,02 54,26 30,31 13,94
V3 342,59 280,06 167,07 61,74 31,88 14,19
V4 325,91 275,77 167,04 61,44 30,86 14,10
V5 311,18 264,58 166,90 58,38 30,41 14,00
CUSUM1 44,43 41,37 28,74 15,31 9,62 7,37
CUSUM2 39,94 33,55 26,73 13,31 8,36 5,99
CUSUM3 42,43 38,93 28,76 13,53 8,41 5,77
CUSUM4 52,88 48,35 35,91 16,40 8,86 6,08
CUSUM5 74,18 64,98 46,60 19,39 10,42 6,64
CUSUM6 108,24 87,33 58,46 23,77 12,39 7,26
EWMA1 56,73 48,77 33,01 13,76 8,03 5,61
EWMA2 48,41 42,68 31,59 13,29 8,06 5,63
ST 225,00 231,71 160,21 100,63 52,79 29,29
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6. CONSIDERACOES FINAIS

Os resultados apresentados neste artigo mostram que a autocorrelagdo tem um
impacto acentuado no comportamento das cartas de controle tradicionais como a de
Shewhart, EWMA e CUSUM. Além disso, a grandeza do impacto depende do tipo de
modelo que gera os dados amostrais do processo. Neste artigo foram estudados apenas o0s
modelos AR(1) e ARMA(1,1) com correlagBes altas e moderadas, observando-se que a
introducdo do parametro de média mével teve uma grande influéncia no comportamento da
série, equilibrando a parte autoregressiva. Assim, 0s modelos que apresentam maior
variabilidade tém conseqientemente a amplitude entre os limites de controle maior e o
parametro média mével mantém a série por mais tempo entre os limites de controle
atrasando a percepc¢ao da alteracdo na média do processo e consequientemente elevando
os valores de ARL sob controle e fora de controle, principalmente para valores maiores de
6. Para @ fixo, um aumento de ¢ é acompanhado de um aumento do ARL tanto em
controle como fora de controle sendo o0 mesmo comportamento observado quando ha um
aumento de @ para ¢ fixo.

De um modo geral, para os modelos os resultados mostraram que quanto maior a
autocorrelagdo mais indicados sao os graficos de Shewhart construidos com as estimativas
de variabilidade de geoestatistica pois estes apresentaram valores mais adequados de ARL
tanto em controle quanto fora de controle principalmente quando construidos com os
estimadores v1 e v2. As cartas construidas com os estimadores v3, v4 e v5 apresentaram
bons resultados mas um pouco inferiores aos observados com vl e v2. Em todas as
situagbes os resultados para AR(1) foram melhores que os do ARMA(1,1). J& o gréfico
construido via residuos dos modelos de séries temporais teve, em grande parte, um
comportamento similar aos resultados do grafico de Shewhart construido com o desvio
padrdo amostral. Os resultados para os graficos CUSUM e EWMA, mostram que esses nao
séo adequados para processos autocorrelaciondos uma vez que apresentam um alto valor
de alarme falsos gerando assim um grande numero de intervencdes desnecessarias no
processo, 0 que € indesejavel.

Os gréficos de geoestatistica séo préaticos pois dispensam a identificacéo e ajuste de
modelos de séries temporais aos dados e podem ser usados para amostras pequenas. E
interessante notar que para processos independentes o grafico de Shewhart usual
construido com desvio padrdo S apresentou desempenho similar e algums vezes inferior
aos de geoestatistica 0 mesmo acontecendo com o grafico dos residuos do ajuste do
modelo de séries temporais aos dados (ST). No entanto para processos independentes o0s
graficos EWMA e CUSUM foram os mais indicados por detectarem mais rapidamente o sinal
verdadeiro sendo os graficos CUSUM 1 a 4 melhores que 0s 5 e 6.

Em todos os casos o0 aumento da variabilidade do processo acresceu os valores dos
ARL tanto em quanto fora de controle para processos autocorrelacionados ou néo.
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ABSTRACT

Control charts are extensively used with the purpose of monitoring some parameters of the
process. In general these charts are based on the normality and independence assumptions
of the sample observations. However, there are situations where the independence is not
valid such as in chemical processes or sampling on-line. In this paper we compared the
control charts based on geostatistics and time series methodologies with the well-known
charts Shewhart, CUSUM and EWMA, when used to monitor the average of autocorrelated
processes. The comparison was performed by using Monte Carlo simulation implemented in
the software R for Windows.
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