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RESUMO

Com as exigéncias de um mercado cada vez mais competitivo, as empresas necessitam de
certificados de controle de qualidade do processo de producéo ou servigos. Nesse contexto,
o controle de qualidade multivariado aparece como uma ferramenta extremamente
importante para avaliar vérias caracteristicas que afetam direta e simultaneamente a
qualidade final de determinado produto. Devido a esses fatores vemos a importancia do
estudo das técnicas estatisticas multivariadas para controle de processos. Neste artigo

apresentamos conceitos de alguns testes estatisticos multivariados, tais como o de 7 de
HOTELLING (1947), o de HAYTER e TSUI (1994) e o de MUDHOLKAR e SRIVASTAVA
(2000). Além disso, mostramos um exemplo com a implementacdo computacional destas
metodologias usando a linguagem de programacdo do software estatistico S-Plus
(VENABLES e RIPLEY, 2003 e REIS, 1997).

Palavras-Chave: Controle de processos multivariados. Testes estatisticos stepwise. Médias
aparadas.

1. INTRODUCAO

No processo de producdo da maioria das industrias, € comum utilizar-se técnicas
estatisticas de controle de qualidade para avaliar a qualidade final de um determinado
produto bem como do processo de producdo em questdo. A situagdo mais comum é aquela
em que o processo é monitorado por varias caracteristicas que afetam direta e
simultaneamente a qualidade final do produto, o que da origem ao controle de processos
multivariados.Nesse caso, a aplicacdo de graficos de controle pode ser feita analisando-se
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cada caracteristica separadamente através de graficos de controle de Shewhart
(MONTGOMERY, 2004), no entanto esta analise ndo é eficaz e pode levar a conclusdes
errbneas. Portanto, torna-se importante o estudo de métodos estatisticos multivariados, que
consideram a informacéao de todas as variaveis em conjunto.

Dentro da area de testes de hipdteses multivariados encontra-se o teste 7> de
HOTELLING (1947) para comparacao de vetores de médias populacionais. Varios artigos
podem ser encontrados na literatura propondo o seu uso para testar a hipétese de controle
do processo considerando-se todas as caracteristicas medidas conjuntamente. A partir do

teste 7> de Hotelling um elipséide de confianca é construido, usando-se a distribuicdo de
probabilidade conjunta das p caracteristicas de qualidade, que permite verificar se o
processo estd ou ndo sob controle considerando-se todas as caracteristicas
simultaneamente. No entanto, a construgdo de regides de confianga em termos graficos
torna-se impraticavel quando p = 4 variaveis. Neste caso, 0 mais comum é transformar-se a
informacao multivariada para uma estatistica unidimensional (ou bidimensional) que possa

ser disponibilizada em termos graficos. Uma das alternativas é o grafico univariado 7> de
Hotelling. Outra é a sumarizagdo da informacao multivariada em combinag¢des lineares
(JOHNSON e WICHERN, 2002), chamadas de componentes principais (MINGOTI, 2001,
2005). Uma critica em relagéo a este procedimento € que nem sempre as componentes tém
uma interpretacao que faz sentido para o usuario que esta supervisionando o processo. No
entanto, pode constituir numa técnica importante para sintese de variaveis criando-se entao,
indices globais de qualidade do processo (JACKSON, 2003).

O uso de gréaficos de controle multivariados é recente e algumas referéncias
interessantes de aplicagdo sdo: MASON et. al. (2001), MASON et. al. (1997) e NOMIKOS e

MACGREGOR (1995) que fazem uma espécie de sumario sobre o uso da estatistica 7.
Uma possivel critica ao uso desse teste para avaliar o processo vem do fato de que no
momento em que a hipdtese nula é rejeitada torna-se necessario identificar as
caracteristicas de qualidade responsaveis pela sua rejeicdo, o que muitas vezes é feito
através de graficos de Shewhart (MONTGOMERY, 2004) para cada variavel isoladamente,
corrigindo-se ou nao, os niveis de significAncia dos testes feitos separadamente para a
média de cada caracteristica. Testes de comparag¢des multiplas de Bonferroni (JOHNSON e
WICHERN, 2002), por exemplo, podem ser usados, no entanto esses ndo levam em

consideracdo a correlacdo entre as variaveis respostas. Algumas alternativas ao teste 7> de
Hotelling estdo publicadas na literatura, dentre elas citam-se HAYTER e TSUI (1994), TIKU
e SINGH (1982), TIKU e BALAKRISHNAN (1988), MUDHOLKAR e SUBBAIH (1980),
MUDHOLKAR e SRIVASTAVA (1999) e mais recentemente os testes stepwise robustos de
MUDHOLKAR e SRIVASTAVA (2000) que segundo os autores, € mais poderoso que o teste

T? de Hotelling inclusive para amostras de tamanho pequeno sendo mais robusto em
relagcao a desvios da normalidade multivariada .

Alguns destes testes multivariados n&o estdo implementados em softwares
estatisticos. Mesmo aqueles que estao disponiveis, ndo estdao no formato padrao da area de
controle estatistico de qualidade. Neste artigo, além de explicarmos as técnicas estatisticas,
apresentamos a implementagcdo computacional em S-Plus (VENABLES e RIPLEY, 2003;

REIS, 1997) dos testes: T? de Hotelling; de HAYTER e TSUI e MUDHOLKAR e
SRIVASTAVA (2000).

2. GRAFICO T* DE HOTELLING

O gréfico de controle de 7> de Hotelling, chamado de gréafico qui-quadrado, é usado
para monitoramento do vetor de médias do processo. Ele € um analogo direto do grafico de

X de Shewhart univariado. Mostramos a seguir, duas versdes do grafico 7> de Hotelling:
uma para dados em subgrupos e outra para observagdes individuais.
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2.1. DADOS EM SUBGRUPOS
Suponha que a distribuicdo de probabilidade conjunta das p caracteristicas da
qualidade, isto ¢é, do vetor X:(Xl, X, Xp)', seja a normal p-variada. Sejam

Mys M., 4, OS valores médios das caracteristicas de qualidade e 2. a matriz de

covariancias da distribuicado dessas caracteristicas. A partir de uma amostra aleatéria de
tamanho n do processo observa-se o vetor aleatério X que é medido em cada um dos n
elementos amostrais. Quando n > 1 o procedimento de amostragem é chamado de dados
em subgrupos.

O procedimento requer o calculo da média amostral para cada uma das p
caracteristicas de qualidade a partir de m amostras de tamanho n do processo. Esse

conjunto de médias é representado pelo vetor de médias amostral X :(}1,}2,...,}p )'. A
estatistica de teste para o grafico de controle Qui-Quadrado para cada amostra i,

i=12,..,m,quando u e 2 sao conhecidos é a Tf dada por:

L =n(X-p) (X -p) (1)

onde u e 2. sdo os parametros do processo sob controle. O limite superior de controle é
dado por LSC= ;(f_a,p , onde ;(f_ajp é o valor obtido na distribuicdo Qui-Quadrado com p
graus de liberdade correspondente a probabilidade acumulada de (1-a), O<a<1, ou seja,

2 2
P|:Zp S}[(]_a),p}zl—d.

Na pratica, em geral, € necessario estimar 4 e X a partir de m amostras

preliminares de tamanho n do processo, obtidas quando se admite que o processo esta sob
controle. Neste caso, as médias e variancias amostrais para cada amostra sao calculadas

para cada variavel X, como usual, isto &,

— ] n __ j=1,2’...’p
X,==Y X 2
Jk HEI ijk {kz 1.2,-.m @)

2 ] n frged 2 j:1;21”-1p
S.. =549 =— X.0—-—X: 3
JJ Jjk n'ligl( ijk Jk) {k: 1.2..m 3)

onde X, € a i.® observagdo da j.? caracteristica da qualidade na k.* amostra e)?].k é a

média das n observagdes na j.2 caracteristica da k.2 amostra. A covaridncia amostral entre
as caracteristicas da qualidade j e h na k.2 amostra é dada por:

; n _ _ k= 1,2m
S ink :E'ZI(XU]( — X N Xipge = X )
1=

j#h
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Tomam-se, entdo, as meédias das estatisticas )?jk, ka, S, sobre todas m
amostras, obtendo-se:

= ] m o_ )
Xi==3% Xy j=12,p (5)
mi=j
1 m 5
S ;E:ISjk j=12,---,p (6)
— ] m .
Sin=—2 Sjnk Jj#h (7)
mp=]

Sendo assim tem-se o vetor X:(XJ,XQ,...,XP)’, e a matriz de covariancias

amostral S de dimensao pxp que é a média das m matrizes de covariancias amostrais dada
como em (8).

S]] *?12 *?13 : ‘§1p
= Szz ‘5;23 ' S.Zp (8)
S3 :

A matriz S é um estimador ndo-viciado de )., quando o processo esta sob controle
(JOHNSON e WICHERN, 2002).

Suponha que S seja usada para estimar 2., e que o vetor X seja considerado o
valor sob controle do vetor médio do processo. Neste caso, a estatistica que devera ser
calculada para cada amostra k ,k =1,2,...,m, e colocada no grafico de controle é dada por:

77 = n()?k -X)'s™ ()?k —)?) 9)

onde X é o vetor de médias amostrais da k-ésima amostra.

ALT(1985) observou que, nas aplicagbes de controle de qualidade multivariado,

deve-se ter cuidado na selegdo dos limites de controle para a estatistica 7> de Hotelling,
dependendo de como o grafico esteja sendo usado. Ha duas fases distintas no uso de um
grafico de controle. A Fase 1 é o uso dos graficos para o estabelecimento dos limites de
controle, isto é, testar se o processo estava, ou ndo, sob controle quando os m subgrupos

preliminares foram extraidos e as estatisticas amostrais X e S, calculadas. Essa fase so se
aplica no caso em que u e . sdo desconhecidos, uma vez que a amostragem preliminar
nao seria necessaria para o estabelecimento dos limites de controle quando os parametros
de interesse ja sdo conhecidos. O objetivo, na fase 1, é a obtencao de um conjunto de
observagdes sob controle, de modo que os limites de controle possam ser estabelecidos
para a fase 2, que é o monitoramento da producgao futura. Isto, as vezes, é chamado analise
retrospectiva.
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Os limites para o grafico de controle 7> na fase 1 sdo dados por:

p(m-1)(n-I)
mn-m-p + 1

LSC = Fypmnmpss € LIC=0 (10)

Na fase 2, quando o grafico 7 é usado para monitorar a producéo futura, os limites
de controle s&o os seguintes:

p(m+1)(n-I)
mn-m-p + 1

LSC = Fypmnmpss € LIC=0 (11)

Quando u e 2 s&o estimados a partir de um grande nimero de amostras
preliminares, costuma-se usar LSC= ;(fﬂp como limite superior de controle em ambas as

fases. O mesmo ocorre quando a matriz >, é conhecida. A analise retrospectiva das

amostras preliminares para testar o controle estatistico e estabelecer os limites de controle
também ocorre no ambiente grafico de controle univariado. Para o grafico de controle

univariado )?, se usarmos m > 20 ou 25 amostras preliminares, a distingdo entre os limites
da fase 1 e da fase 2 é, em geral, desnecessaria, porque esses limites praticamente
coincidirdo. No caso em que o vetor de médias do processo 1 é conhecido a estatistica as

ser plotada no grafico para cada amostra k sera:
Tkz = n()_(k —y)'S_J ()_(k - y) sendo o limites de controle

neste caso dados por LSC= ;(fﬂ’p e LIC=0.

2.2. OBSERVAGOES INDIVIDUAIS

Em alguns ambientes industriais como em industrias quimicas de processamento
(MONTGOMERY, 2004), o tamanho do subgrupo é n = 1. Suponha que estejam disponiveis
m amostras independentes do processo, cada uma tamanho n = 1, e que p seja 0 numero

de caracteristicas de qualidade observadas em cada uma delas. Sejam X e S,
respectivamente, o vetor de médias amostral e a matriz de covaridncias amostral obtidas

com essas m observagdes. Supondo-se que o vetor X seja considerado o valor sob
controle do vetor médio do processo, a estatistica que devera ser calculada para cada

amostra k , e colocada no grafico 7> de Hotelling, k = 1,2,...,m, é dada por:
L2 =n(X; -X)' S~ (X, - X) (12)

sendo X, o vetor com os valores amostrais observados para a k-ésima amostra. Se o
vetor de médias x do processo for conhecido a estatistica em (12) é calculada pela
formula:
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Tk2 Zn(Xk —/,l)’S_](Xk —ﬂ)

ou como

L2 =n(X,-X) 27 (X, - X)
quando a matriz de covariancias Y, do processo é conhecida.

SULLIVAN e WOODALL (1995) fornecem discussbes e analises de varios
estimadores da matriz de covariancias, no entanto neste artigo usamos a matriz de
covariancias amostral S definida por:

1 m - =\,
S pp :mlzl(xk - X)(X; - X) (13)

TRACY et al. (1992) enfatizam que, se n = 1, os limites da fase 1 devem basear-se
em uma distribuicdo Beta. Da mesma forma que foi visto para dados em subgrupos, a
analise da fase 1 sé é realizada quando u e 2. sdo desconhecidos. Neste caso, os limites

de controle sdo:

(m=1)’

LSC:TIB(Z,p/Z,(m—p—])/Z e LIC=0 (14)

onde B, ,/2(mp-1)/2 € @ ordenada correspondente ao percentil de ordem (1-a) da

distribuicdo Beta com parémetros p/2 e (m-p-1)/2. Segundo TRACY et al. (1992) as
aproximacoes pela F e Qui-Quadrado na fase 1, quando n=1, serdo, provavelmente,
imprecisas para determinar os limites de controle. Os limites de controle da fase 2 para o
processo sao:

p(m+])(m-1)

2 o,p,m-p
m~ -mp

LSC =

e LIC=0 (15)

2.3 INTERPRETAGAO DOS SINAIS FORA DE CONTROLE

Quando se observa na fase 2 algum valor numérico de 7° fora dos limites de
controle, é de importante detectar quais das p varidveis sao responsaveis por esse sinal. A
abordagem que utilizamos neste artigo € aquela proposta por RUNGER et al. (1996b.) que

sugerem a decomposicdo da estatistica 7> em componentes que refletem a contribuigdo de
cada variavel individualmente. Se Tk2 € o valor da estatistica para a respectiva amostra k

que sinalizou a falta de controle do processo, e se T(f) € o valor da estatistica para amostra
k considerando-se todas as variaveis do processo exceto a j-ésima, tem-se que:

d =T*-T?

J ()

(16)
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€ um indicador da contribui¢ao relativa da j.2 variavel para a estatistica global. Deve-se ter
atengcdo nas variaveis que geram dj’s relativamente grandes. Além disso, os autores

sugerem que seja usado o valor ;(f_a’p da distribuicdo qui-quadrado como um ponto de

corte aproximado para a magnitude de um d; individual, sendo ;(f_a,p a ordenada

correspondente ao percentil de ordem (1-a) da distribuicdo Qui-Quadrado com 1 grau de
liberdade. Nesse caso, pode-se testar a significancia de dj usando um valor de nivel de

significancia a fixo para o teste ou através do célculo da probabilidade de significancia.

Para um melhor entendimento desse procedimento, ilustraremos com o exemplo de
RUNGER et al. (1996a.). Ha trés caracteristicas de qualidade, a matriz de covariancias é
conhecida e a matriz de correlagdo € como se segue:

1 09 09
>=09 1 09
0,9 09 1

A média do processo ¢ u'=[0, 0, 0].

A Tabela 1, mostra os valores de d; = Tk2 —T(2j) calculados para cada caracteristica
de quatro vetores amostrais. Como 2. é conhecida, o limite superior de controle para o

grafico € igual a ;(5 01:1 = 06,36 . Qualquer d, que exceder esse valor € uma indicagéo de
que a variavel j, da correspondente amostra é responsavel pelo processo estar fora de
controle. A decomposicdo de T* fornece uma diretriz sobre quais variaveis afetam mais

acentuadamente o valor de 7. Pela Tabela 1, observa-se que a variavel 1 na amostra 1; as
variaveis 1, 2 e 3 na amostra 2; 1 e 2 na amostra 3 e 3 na amostra 4, sao as responsaveis
pelo sinal de fora de controle do processo.

Tabela 1. Representacdo da variavel 7° decomposta para cada variavel

Vetor de amostras X’ Valor de Toz d, d; ds p-valores

observado

Variavel 1 Variavel 2 Variavel 3

(2,0,0) 27,14 27,14 6,09 6,09 0,0000 0,0136 0,0136
(1,1,-1) 26,79 6,79 6,79 25,73 0,0092 0,0092 0,0000
(1,-1,0) 20,00 14,74 14,74 0 0,0001 0,0001 1,0000
(0,5;0,5;1) 15,00 3,69 3,68 14,74  0,0547 0,0551 0,0001
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3. METODO DE HAYTER & TSUI

Como uma alternativa para o teste de HOTELLING, HAYTER e TSUI (1994)
propuseram um método que além de descobrir quais variaveis estao sinalizando a situagao
fora de controle, fornece também informacdes sobre a possivel alteragdo ocorrida nos
valores de média do processo através da construcdo de intervalos de confianga para a
meédia verdadeira de cada uma das p-variaveis. Além disso, ao contrario de metodologias
como a de Bonferroni, os intervalos sdo construidos de modo que a constante de referéncia
que determina a abertura dos intervalos seja a mesma para todas as variaveis, sendo que a
obtencao dessa constante leva em consideragao a estrutura de correlagcdo existente entre
as variaveis.

Seja X:(Xl, X, Xp)' o vetor contendo as p caracteristicas de qualidade de

interesse, com distribuicdo Normal p-variada e com vetor de médias ,uo = (,U?,ﬂg,...,,ug )

e matriz de covariancias 2. . De acordo com Hayter e Tsui, para cada variavel X; os limites
de confianga de (1-a )100% para a media de sua distribuigdo, sdo dados pela equacgéo:

0
Xi—#

O

P <Cro Vi=12...p| = I-a (17)

o que significa dizer que a probabilidade de que o intervalo [/ X; —0;Cp s X; +0;Cp ;]

contenha o verdadeiro valor de y{) paratodo i, i=1,2,...,p, € iguala (1-«).

A escolha do valor critico C, , depende da matriz de correlagdo P, , due descreve a

correlagdo entre todas as variaveis X; e X, i# j. Na pratica, em geral € necessario
estimar P, através da matriz de correlagédo amostral R, do vetor aleatério X (MINGOTI,

2005). Logo a estrutura de correlacdo do vetor alatério X afeta todos os intervalos de
confianga simultaneamente e deste modo, o processo € considerado como fora de controle
quando:

0
Xi— 44

Oj

M = max{ ,i:1,2,...,p}>CR,a (18)

Para construir o grafico de controle plota-se a estatistica M para cada observagao
amostral multivariada e usa-se o valor critico C,, como limite superior de controle. O

grafico individual de controle para cada uma das p variaveis € dado por [,u,.0 to0 G, 1.

Hayter e Tsui sugerem o uso de simulagdo para encontrar o valor C, .

Primeiramente €& necessario gerar um grande numero N=100000 de vetores de uma
distribuicdo normal p-variada padronizada, isto € com vetor de médias zero e matriz de

covariancias R, (ou P, se esta for conhecida), isto € tem-se a amostra Z5 k=1--N.

Em seguida calcula-se o valor da estatistica M para cada um dos vetores amostrais
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gerados obtendo-se o valor de Mk:ma.XIstp‘Zk para k=1,2,..., N. Finalmente

i
encontra-se a ordenada correspondente ao (1-a) é-simo percenti da amostra
{MI,...,MN} e utiliza-se este valor como uma estimativa para o ponto critico C, ,(ver
também MINGOTI e GLORIA,2005).

A estatistica de Hayter e Tsui foi utilizada Por MINGOTI e GLORIA (2003) na
construgao de indices de capacidade multivariados. Nesse artigo, os autores mostram que

para a determinagdo da constante C,,, uma amostra de N=10000 observagbes da

distribuicdo normal p-variada padronizada ja é suficiente. No presente artigo sera adotado
N=10000 na simulag&o para encontrar C, , .

Na fase 1, quando o processo estiver fora de controle as amostras responsaveis pelo
sinal devem ser retiradas e o valor de C, , deve ser recalculado. Na fase 2, quando o

processo estiver fora de controle deve-se construir o intervalo de confianca
(¢, — 0,C s 4, +0; Cp ] para cada uma das p variaveis. Com esses intervalos verifica-se

quais observacbes estdo fora dos limites detectando-se automaticamente as variaveis
responsaveis pelo sinal de fora de controle do processo.

Hayter e Tsui (1994) mostram que nem o teste proposto € mais poderoso que o de
Hotelling e nem este ultimo é mais poderoso que o teste proposto. Os dois competem entre
si, sendo que em algumas situacdes um é preferivel em relagdo a outro em termos do poder
do teste.

No artigo original de Hayter e Tsui apenas o caso de observagdes individuais foi
tratado. Neste presente artigo, entretanto, a metodologia foi implementada tanto para
observagdes individuais quanto para dados em subgrupos.

2. METODOLOGIA DE MUDHOLKAR E SRIVASTAVA

De acordo com MUDHOLKAR e SRIVASTAVA (2000) o objetivo € testar hipoteses
sobre o vetor de meédias u = (,Ul’/‘Z’...,,up)' em uma populacdo p-variada supondo que
distribuicdo conjunta das varidveis seja simétrica. Deseja-se testar H,. =0 contra

H,:u#0. Seja X, uma matriz de m observagbes independentes e identicamente

distribuidas nas p caracteristicas de uma populagado simétrica p-variada com matriz de
covariancias positiva definida X , . Amatriz X', =~ ¢é dada como em (19). Seja X; o vetor de

m  observacbes na j-ésima caracteristica,j=1/, 2,...,p, dado da forma
!
Xj :(le,ij,...,ij) .

X11 Xlz le
mep= :21 :22 ) :2p =[X1 X2 Xp] (19)
Xml Xm2 mp

Sejam ainda X(j):(Xl,Xz,...,Xj) e X(*j) :(l,X,,Xz,...,Xj), onde 1 denota um

vetor (mx]) de elementos unitarios. Sob suposicdo de normalidade p-variada, a
distribui¢do condicional de X, dado X ,X,,--,X,,, € normal com média g,1+p,X, +

. N . 2 .
+B,X,++f,,,X,, € matriz de covariancias o, ,,,{,,j=12,..p. Em outras
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palavras, X, € a variavel resposta e X, X,,---, X, | s@o as preditoras de um modelo de
regressao linear multipla, como vemos em (20).

X; = X005, + ) (20)
!/ ! ~ .
onde ﬂm (,Bjo,ﬂjl,ﬂjz, - ﬂj(j_l)) :(,Bjo,ﬂ(j)) e ¢, s&@ erros independentes e

identicamente distribuidos. Pelo método de minimos quadrados ordinarios, temos a
estimativa:

-1
ﬂ(*j) (j) (X(j -1 X(j l)j X(j -1) X (21)

Agoraseja U, =X,,epara j=2,3,.., p seja:
U,=X, X, 0b, =€ +byl, =¢, +(X, - X, b,1,) (22)

onde )?(,-.1) = ()?1:)?2:"':)?/71)’ e b (b/l’b b_/’(l'*l))

regressao ajustado excluindo-se o intercepto bjo, para j=1,2,---,p. Entdo, tem-se pelo

! P
Py . O termo e, €0 erro do modelo de

jO m

! ! !
fato de que (e_/. —Ej) (X(/U—lmz\_’(,_l) j 0,e b,l (X(,.U—lm)?(/_l) ij, a proposigdo 1

que é analoga a observacao de TIKU e SINGH (1982):

i(XU -X,)u,-U)=0. (23)

1

Proposicdo 1: Como em (22) tem-se:
(Uj—Uj)[XO - X(/Uj 0. (24)

Pode ser notado que as m caracteristicas do vetor U, nao sao independentes e
identicamente distribuidas. Além disso, sua matriz de covariancias é quadrada de dimensao
(m—j). Para m grande em relagéo a j, essa dependéncia pode ser negligenciada e U,

pode ser considerado aproximadamente independente de Xl,Xz,---,X_/f1 .

A combinacéo robusta das estatisticas para testar H, : =0 pode ser construida,
aplicando o método do passo modificado de MUDHOLKAR e SUBBAIAH (1980), para as
quantidades residuais em (22) como se segue.

Passo 1. Para os dados na matriz mep deve-se construir Ul,Uz,---,Up como definido
anteriormente.

Passo 2. Deve-se tratar as componentes de Ul,Uz,m,Up como p amostras aleatérias

independentes de p distribuicdes univariadas simétricas, e construir a estatistica t-aparada
definida por:
Uj
, j=12,..,p, (25)

\/WJ/ =j+1) (h; = J)
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onde U, e sfw. sao respectivamente a média aparada de ordem «, de U, sendo «; a

porcentagem de aparacdo de cada extremo do vetor de médias para cada uma das
variaveis; e a soma de desvios quadrados Winzorizados obtidos da expressao:

~

S :[(gj +1) (Xgﬂ,j _)N(j)2+(Xg+2,f —Xj)2+---+(gj +1) (Xn-g,j _)N(j)z ] , (26)

onde #; :(n-Zgj) € o numero “efetivo” de observagbes, e g, denota o numero de

observagdes aparadas para cada extremo de vetor de observagbes U, obtido como em
(22). Nota-se que, no j-ésimo estagio, o numero “efetivo” de observagdes & assumido ser

(hj - j+ ]).
Passo 3. A partir do passo 2, pode-se obter os p valores de probabilidades de significancia
independentes, P, j= 1,2,...,p, do teste usando a aproximacdo da estatistica t-Student

reescalada, 7, = 4,¢, tal que,

a 3

N . a .

v, =2(n-1)w) e 4, =1+0.05—L+87—~, (27)
Vi Vi

w, =05-162a, +191a; -185a; . (28)

onde ¢, € a estatistica t-Student com v, graus de liberdade. Os P, -valores ndo sao

invariantes com relagdo a troca de ordem das variaveis como sera visto no exemplo da
secao

A combinagdo dos P, -valores & uma técnica para avaliagdo das hipoteses
H,:u=0 contra H, u#0. Quando a hipétese nula é verdadeira, os P, -valores dos

testes sdo independentes e uniformemente distribuidos no intervalo (0,1) (Lazar et al.,
2002). Alguns dos métodos mais conhecidos e amplamente utilizados para a combinagao de
estatisticas, como intuito de combinar os P, -valores independentes A,P,,---,P,, séo: (i)

lI’T:rnin(Pj) de acordo com Tippett, (ii) ‘PF:—ZZIOg(Pj) de acordo com Fisher,

J
(i)¥, =X (I—Pj) de acordo com Liptak, e (iv) ¥, = A™* Y log {Pj/(l—Pj)} expresséo
Logit, onde A =7z’p(5p+2)/(15p+12), de acordo com MUDHOLKAR e GEORGE (1979).

A hipotese nula é rejeitada para valores pequenos de ¥, e ¥, e grandes valores de ¥, e
Y, . Sob a hipétese nula, ¥, é distribuido como o minimo de p variaveis uniformes, ¥,

tem a distribuigdo xzcom 2p graus de liberdade, ¥, € distribuido como uma variavel
normal (0, p), e ‘¥, € aproximado pela distribuicdo t-Student com (5p+4) graus de liberdade.

Passo 4. Por fim, combinam-se os Pj-valores independentes, j =1,2,..., p, obtidos no

passo 3 usando um dos métodos de combinacao (Fisher, Logit, Liptak e Tippett) para obter
a probabilidade de significancia do teste para a hipotese nula, H, : #=0. Denota-se a

estatistica obtida por YN“F,YN“L,TN efT, correspondendo respectivamente aos métodos de
combinacéao de p-valores de Fisher, Logit, Liptak e Tippett.
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Os P, -valores nédo s&o invariantes com relagéo a troca de ordem de entrada das

variaveis para implementagao do teste como sera visto no exemplo da se¢éo 5, embora o p-
valor final do teste seja 0 mesmo para qualquer que seja a ordem de entrada das variaveis
para efetuar o teste.

3. IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL DO PROGRAMA MQCI NO S-PLUS

Um programa computacional chamado de MQCI (Multivariate Quality Control
Implementation), foi desenvolvido para implementagdo em S-Plus, versdo 2000, dos testes

T? de Hotelling e de Hayter e Tsui para dados em subgrupos e dados individuais. A Figura
1 mostra os procedimentos que o programa utiliza como base de seu algoritmo. De uma
forma geral, o programa é de facil utilizagdo. No ambiente S-Plus, apds carregar os
parametros populacionais de cada processo na memodria interna do software, o programa
pode ser chamado no prompt de comando através da seguinte instrugao:

controlem(dados,i,m,n,p,alfa,fase,valores,dadmedia,dadcov,
estcralfa,cr)

Deve-se colocar nessa ordem: o arquivo de extensdo .sdd com os dados a serem
analisados (dados); a coluna de identificagdo dos subgrupos (i), indicando de qual subgrupo
provém a observacdo; o numero de subgrupos (m); o tamanho dos subgrupos (n); o nimero
de variaveis (p); o nivel de significancia para os testes (alfa); a indicacdo de qual fase, 1 ou
2, o usuario deseja que o teste seja feito (fase); a indicagao se os parametros populacionais,
vetor de médias e matriz de covariancias sao estimados (valores=1, dadmedia=0,dadcov=0)
ou se sao fornecidos pelo usuario (valores=2), tal que os paradmetros dadmedia e dadcov
recebem o nome dos arquivos de extensdo .sdd ; a indicagdo se o usuario deseja estimar

C,, com os dados (estcralfa= 1, cr=0) se desejar usar o valor fornecido pelo usuario,

colocar estcralfa=2 e colocar o valor fornecido (cr). Como esta metodologia adota a
distribuicdo normal p-variada como geradora dos dados amostrais, a matriz de covaridncias
devera ser inversivel.
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Anélise
¢— Fase 1 —l Fase 2
I
u e £ conhecidos ) v v
| u e X desconhecidos Calcular Cy., fornecido
] Cra pelo usudrio
v
l_l Calcular v | *l
ERRO Cra 1 e X conhecidos u e X desconhecidos
|
+_I_* — v v
Aproximagao n=1 n>1
n=1 n>1 N
" pela z, fl %
A I Aproximagao Aproximagao
Aproximagao Aproximag¢ao 1
pela F, pela
pela pela a-pam-p
a,p,mn-m-p+1
ﬂa,p/Z,(m—p—l)/Z Fa,p/Z,mn—m—p-H L‘; il !
| v | Dados nos limites de controle?
Dados nos limites de controle? v ' v
¥ ' v Nio Sim

Nao Sim ¢ LV

|_* ¢ Sinaliza-se a(s) Processo
Retira-se a(s) amostra(s) Processo amostra(s) fora dos sob controle

sob controle

limites e encontra-se as

que estdo fora dos limites i O
variaveis responsaveis

| pelo processo estar fora

de controle

Figura 1 — Fluxograma dos procedimentos realizados pelo programa MQCI.

4. IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL DO PROGRAMA MSRTI NO S-PLUS

A metodologia de MUDHOLKAR e SRIVASTAVA (2000) foi implementada
computacionalmente no S-Plus no programa para o qual deu-se 0 nome de MSRTI
(Multivariate stepwise robust tests implementation). A Figura 2 mostra os procedimentos do
algoritmo do programa. Apds carregar os parametros populacionais de cada processo na
sua memoria interna, o programa pode ser chamado no prompt de comando através da
seguinte instrucao:

trobusto_function(dados,m,p,aparacao,valordeg,vetordeg,alfa)
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Faz as j regressoes Faz a combinagao
para j=1,2,...,p dos p-valores
7'y
v
Faz o célculo dos Faz o célculo dos
U,, j=L2,...,p p-valores
A
A 4
Faz o célculo das Faz aproximacao
t,j=12...p para 7, = A;t,
A

Figura 2 -
Fluxograma dos procedimentos realizados pelo programa MSRTI.

Deve-se colocar nessa ordem: o arquivo de extensao “.sdd” com os dados a serem
analisados, subtraindo-se cada variavel do valor da média que se deseja testar sob a
hipétese nula (dados), assim o teste fica sendo para a média zero; o numero de subgrupos
(m); o numero de variaveis (p); indicar em “aparacao” o valor 0 (zero) para usar o nivel de
aparacao defaut para todas varidveis que é 5% (colocar valor 0 (zero) em “valordeg” e
“vetordeg”); indicar em “aparacao” o valor 1 para usar o nivel de aparagéo indicado em
“valordeg” com a mesma porcentagem (entre 0 e 50) de aparagédo para todas variaveis
(colocar valor 0 (zero) em “vetordeg”); indicar em “aparacao” o valor 2 (dois) para usar niveis
de aparacao diferentes para cada variavel indicados no banco de dados com extensao
“.sdd” indicados em “vetordeg” de dimensao p*1 com as porcentagens entre 0 e 50 (colocar
valor 0 (zero) em “valordeg”); o nivel de significAncia para a combinagdo dos p-valores
(alfa). Da mesma maneira que no programa da sec¢éo 3, a metodologia adota a distribuicédo
normal p-variada, portanto a matriz de covariancias devera ser inversivel.

5. EXEMPLO DE APLICACAO DO MQCI E DO MSRTI

Dados histéricos de m=50 pecas de avides coletados pela Companhia Pratt &
Whitney foram apresentados em NIVERTHI e DEY (2000). O banco de dados no ambiente
S-Plus é “avido.sdd”. Foram observadas p=10 caracteristicas diferentes de um componente
do motor, sendo essas caracteristicas medidas com grande precisdo como mostra a Tabela
2. As variaveis foram nomeadas como: C1, C2, C3, C4, C5, C6, C7, C8, C9, C10. Deseja-
se verificar se o processo de fabricacdo das pecas esta sob controle estatistico para
monitoraramento da producao futura. O vetor de médias e a matriz de covaridncias foram

estimados com os dados amostrais, assim como a constante C, ,. Dessa forma a chamada
para o programa MQCI fica:

controlem(aviao,1,50,1,10,0.05,2,1,0,0,1,0,1)

e as saidas apresentadas de forma resumida como nas Figuras 3 e 4.
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0 vetor de medias estimado e dado por:

[,11
cl 6.395132
c2 0.597060
c3 8.297904
c4 7.894170
c5 22.049168
c6 1.854400
c7 7.300242
c8 6.393156
c9 3.046770
cl0 23.679186

A matriz de correlacao estimada e dada por:
cl c2 c3 c4 c5 c6 c7
cl 1.00000000 -0.21586575 0.18407362 0.07751384 -0.04555934 0.32451760 -0.09198251
c2 -0.21586575 1.00000000 0.13655891 0.05977749 0.13881171 -0.27912110 -0.07098154
c3 0.18407362 0.13655891 1.00000000 -0.16938174 -0.01588698 0.20344155 0.06917878
c4 0.07751384 0.05977749 -0.16938174 1.00000000 .27396963 -0.12655103 0.04407780
c5 -0.04555934 0.13881171 -0.01588698 0.27396963 -00000000 0.18837771 0.20831200
c6 0.32451760 -0.27912110 0.20344155 -0.12655103 .18837771 1.00000000 0.08343299
c7 -0.09198251 -0.07098154 0.06917878 0.04407780 .20831200 0.08343299 1.00000000
c8 0.08504089 0.02714207 0.01273494 -0.05401452 .01311970 -0.04106469 -0.04471537
c9 -0.24496763 0.02433099 0.07816303 -0.22571321 -0.10574485 -0.04821904 -0.14326897
cl10 -0.28503800 0.07815024 -0.18821232 -0.08866766 -0.17536665 -0.30639356 -0.18506165
c8 c9 cl0
cl 0.08504089 -0.24496763 -0.28503800
c2 0.02714207 0.02433099 0.07815024
c3 0.01273494 0.07816303 -0.18821232
c4 -0.05401452 -0.22571321 -0.08866766
c5 0.01311970 -0.10574485 -0.17536665
c6 -0.04106469 -0.04821904 -0.30639356
c7 -0.04471537 -0.14326897 -0.18506165
c8 1.00000000 -0.32495448 -0.12768533
c9 -0.32495448 1.00000000 0.21473953
cl0 -0.12768533 0.21473953 1.00000000

[ejeoloNoNol Ne]

Valor de cralfa: [1] 2.792228

Limite superior de controle de T2 de Hotelling: 25.955214339983
As amostras fora dos limites de controle em T2 de Hotelling sao: 20

0 numero de amostras problematicas e: 1

Existe pelo menos uma obsevacao de forma padronizada que apresenta limites maiores que o
cralfa.
Matriz com os limites inferior e superior de controle de Hayter e Tsui para todas variaveis:

[.1] [.2]
cl 6.3943535 6.3959105
c2 0.5938445 0.6002755
c3 8.2946688 8.3011392
c4 7.8928041 7.8955359
c5 22.0483210 22.0500150
c6 1.8534427 1.8553573
c7 7.2986483 7.3018357
c8 6.3907276 6.3955844
c9 3.0414618 3.0520782

cl0 23.6781336 23.6802384

As observacoes fora dos limites de controle em Hayter e Tsui sao:
Variavel ,amostra, posicao da observacao na amostra e valor observado
10 1 1 23.6805
8 5 1 6.39
4 11 1 7.8927
4 20 1 7.892

0 numero de amostras que apresentaram problemas em T2 de Hotelling e: 1

Figura 3 — Resultados do MQCI para o exemplo do avido
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A matriz dos di"s de tal forma que as colunas mostram os di"s das amostras problematicas e as
linhas mostram o
s di"s das diferentes variveis.

[.1]
[1,] 0.12663397
[2,]1 1.41454995
[3.1 0.05824681
[4.,] 17.77294493
[5.1 0.42179647
[6,1 0.05863551
[7.]1 1.41759787
[8.1 0.06925157
[9.1 0.03390790
[10,] 3.28455067
Limite de corte para os di"s com 0.05 de significancia e: 3.84145882069413

A matriz com os p-valores desses di"s e:

[,1]
.72194790481
.23430254138
.80928869518
.00002488975
-51604199801
-80866571839
.23379918681
.79242962432
.85390285975
-06993476839

[y Ly Lo L Lo g L Lo Lo
QOWO~NOUAWNE

I—II—Il—II—II—ILIl—II—II—II—I
Oco0ocoo0o000O0O

™=

Figura 4 — Continuagéo dos resultados do MQCI para o exemplo do aviao

Pelas Figuras 3 e 4, observa-se que a amostra 20 foi sinalizada como fora de
controle pela metodologia de Hotelling. Portanto é necessario identificar qual(is) variavel(is)

é(sao) responsaveis por esse sinal. Pela Figura 4 tem-se que ;5595;1 =3,84 ¢é o limite superior

de controle. Como d4 = 17,77, nota-se que a quarta variavel é a responsavel pela amostra
20 estar fora de controle.

Usando a metodologia de Hayter e Tsui vemos os resultados apresentados na Figura
4. Observa-se que as variaveis 10, 8 e 4 sdo as responsaveis pelo processo estar fora de
controle. Logo, nota-se que a metodologia proposta por RUNGER et al.(1996b.) ndo detecta
as variaveis 10 e 8 como possiveis responsaveis pelo processo estar fora de controle. A
observacao 23,6805 da 10? variavel esta fora dos limites (23,6781307; 23,6802413)
construidos usando a metodologia de Hayter e Tsui. A Figura 4 mostra as outras
observagoes que também estao fora dos limites de controle. Embora, por exemplo, para a
102 variavel o valor observado esteja fora dos limites apenas a partir da quarta casa
decimal, é uma diferenca importante de ser detectada em vista da grande precisdo usada na
medig¢do da variavel. A Figura 5 mostra os graficos de controle do MQCI onde se podem
observar as variaveis que estado fora de controle estatistico.
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Grafico de Controle T2 de Hotelling para a Fase 2 Grafico de Controle de Hayter e Tsui para a Fase 2

|

\ WW WW
0 10 2 % 10 50

0 10 20 30 40 50

estatistica M

amostra amostra

Figura 5 — Graficos de controle para o exemplo do avidao

O artigo de NIVERTHI e DEY (2000) fornece o vetor de médias de especificagao
dado por: y'=(6,395; 0,597; 8,298; 7,894; 22,049; 1,854; 7,300; 6,393; 3,045; 23,679).
Sendo assim, para este exemplo testou-se a hipétese nula de que o vetor de médias do
processo é igual ao vetor de médias nominal de especificacdo. Assim, o banco de dados foi

reescalonado, subtraindo-se todas observagcbes pela média de cada variavel. O novo banco
de dados foi usado na chamada do MRSTI, que é dada por:

trobusto(aviao,50,10,0,0,0,5)

A porcentagem de aparacéao € de 5% para cada extremo e o nivel de significancia do
teste é 5%. A saida fornecida pelo programa esta na Figura 6. O programa fornece também
o vetor de médias e a matriz de covaridancias dos dados padronizados caso seja de
interesse do usuario.

Estatisticas t aparadas
3.36993 1.072650 -1.12367 3.056521 3.14018 5.567285 2.229101 1.906705 7.587496 4.906707
Pvalores para as 10 variaveis
0.001634294 0.2896251 0.2676101 0.003906108 0.003107739 1.718813e-06 0.03127861 0.06349705
2.287966e-09 1.475610e-05

P-valor de Tippett: 2.287966e-08

De acordo com a combinacao de Tippett, a 5 % de significancia rejeita-se Ho.

P-valor de Fisher: 0

De acordo com a combinacao de Fisher, a 5 % de significancia rejeita-se Ho.

P-valor de Liptak: O

De acordo com a combinacao de Liptak, a 5 % de significancia rejeita-se Ho.

P-valor de Logit: 8.553171e-18

De acordo com a combinacao Logit, a 5 % de significancia rejeita-se Ho.

Figura 6 — Resultados do MSRTI para o exemplo do avido com 5% de aparagéo

Pela Figura 6, observa-se que todos os testes de combinagao de p-valores indicam a
rejeicdo da hipdtese nula, ou seja, o vetor de médias do processo ndo esta sob controle
estatistico. Este teste foi refeito usando nenhuma aparacédo com a finalidade de comparar os
resultados. Nota-se pela Figura 7 que os resultados e a conclusao é idéntica a obtida com
5% de aparacao.

E importante destacar que o teste de MUDHOLKAR e SRIVASTAVA (2000) n&o
detecta automaticamente as possiveis variaveis causadoras da rejeicao da hipétese nula.
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Estatisticas t aparadas
3.347826 1.069057 -1.347156 1.702992 3.101957 6.184387 2.152502 1.452782 7.678282 5.031932
Pvalores para as 10 variaveis
0.001571775 0.2902822 0.1841272 0.09490566 0.003186522 1.215749e-07 0.03630950 0.1526585
5.948684e-10 6.932906e-06
P-valor de Tippett: 5.948684e-09
De acordo com a combinacao de Tippett, a 5 % de significancia rejeita-se Ho.
P-valor de Fisher: 0
De acordo com a combinacao de Fisher, a 5 % de significancia rejeita-se Ho.
P-valor de Liptak: O
De acordo com a combinacao de Liptak, a 5 % de significancia rejeita-se Ho.
P-valor de Logit: 5.325637e-18
De acordo com a combinacao Logit, a 5 % de significancia rejeita-se Ho.

Figura 7 — Resultados do MSRTI para o exemplo do avido sem nenhuma aparacéo

Outra importante observacao é sobre a ordem de entrada das variaveis. Ao modificar
a ordem das variaveis para C3, C4, C1, C2, C10, C7, C8, C9, C6, C5, as estatisticas
aparadas e os p-valores para 5% e nenhuma aparacdo em cada extremo, respectivamente
sdo apresentados na Figura 8. Todos os métodos de combinagéo de p-valores, para 5% e
nenhuma aparagao, indicaram a rejeicdo da hipétese nula Nota se que, ao trocar a ordem
das variaveis, as estatisticas aparadas e os p-valores sao diferentes, considerando-se a
mesma porcentagens de aparagdo, porém a decisdo final, ao combinar os p-valores é a
mesma.

Usando 5% de aparacdo em cada extremo:

Estatisticas t aparadas

-0.4865528 4.078325 3.166761 1.120328 3.890467 3.866044 2.119201 7.162711 6.641023 0.8217818
Pvalores para as 10 variaveis

0.6291345 0.0002006910 0.002888183 0.2690147 0.0003552245 0.0003823254 0.04009984 9.084219e-09

5.015776e-08 0.4158967

Usando nenhuma aparacgao:
Estatisticas t aparadas
-0.5858818 2.310516 3.062812 1.018806 4.046854 3.896151 1.610227 7.260986 7.434051 0.6878026
Pvalores para as 10 variaveis
0.560644 0.02511102 0.003556681 0.313299 0.0001838631 0.0002964832 0.1137724 2.617520e-09
1.414518e-09 0.4948203

Figura 8 — Resultados do MSRTI com a ordem das variaveis trocadas

6. CONSIDERACOES FINAIS

Neste artigo apresenta-se a implementagdo computacional os testes estatisticos de:

T* de Hotelling com a decomposicdo da estatistica 7> para determinacdo das variaveis
causadoras da falta de controle do processo; Hayter & Tsui (1994) e o proposto por

MUDHOLKAR e SRIVASTAVA (2000) que é um competidor ao 7> de Hotelling sendo que
as duas Uultimas técnicas citadas n&o estavam programadas em nenhum software
estatistico. No artigo de MUDHOLKAR e SRIVASTAVA (2000) os autores mostram que o

teste proposto (teste stepwise) é mais poderoso que o 7> de Hotelling. Assim, com a
disponibilizagdo do programa MSRTI poder-se-a avaliar melhor a aplicacdo desse teste em
controle de qualidade. O programa MQCI esta disponibilizado na internet em
www.est.ufmg.br no link de Estatistica Industrial e o programa MSRTI futuramente estara
disponivel para download.
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ABSTRACT

Due to the high demands of a competitive market, the companies need to obtain quality
control certificates of the production process or services. In this context, the multivariate
quality control appears as a tool extremely important to evaluate many characteristics which
affect directly and simultaneously the final quality of the product. Due to these factors, it is
important to study multivariate statistical tools for process control. In this paper, we present

some multivariate statistical tests, such as Hotelling’s 7> (1947); HAYTER & TSUI (1994)
and MUDHOLKAR & SRIVASTAVA (2000). Moreover, we present an example with the
computational implementation of these methods using the programming language of the
statistical software S-Plus (VENABLES e RIPLEY, 2003 e REIS, 1997).

Keywords: Multivariate processes control. Statistical stepwise tests. Trimmed means.
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